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Gegenstand dieser Arbeit sind allgemeine Bewertungen von Schiektirpern, wie 
sie in [ 2 ] detiniert wurden. Als erstes wird ein Kriterium dafiir aufgestellt, wann ein 
bewerteter Karper ein topologischer Kijrper ist. Das zweite Ergebnis ist ein Fortset- 
zungssatz. Es wird gezeigt, dal3 sich unter einer gewissen Vertriiglichkeitsbedingung 
eine Bewertung eines Kiirpers K zu einer Bewertung des schiefen rationalen 
FunktionenkBrpers K(x, u) forsetzen lal3t. Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich 
Beispiele nicht-invarianter Bewertungen konstruieren, unter anderem such ein 
Beispiel eines bewerteten KBrpers, der kein topologischer KGrper ist. 
1. VON BEWERTUNGSRINGEN ERZEUGTE TOPOLOGIEN 
K sei ein nicht notweridig kommutativer KGrper und K* die multiplikative 
Gruppe von K. Ein Teilring B von K heillt ein Bewertungsring, wenn fiir 
jedes x E K * stets x oder x ’ in B liegt. Wir setzen hier aurjerdem B #K 
voraus. 
Unmittelbar aus der Definition folgt, da13 1 und -1 in jedem Bewer- 
tungsring liegen und da13 jeder Teilring des KGrpers, der einen 
Bewertungsring enthllt, selbst ein Bewertungsring ist. 
Eine nicht-leere Teilmenge I von K heil3t ein gebrochenes Rechts- bzw. 
Linksideal beziiglich B, wenn IB E I bzw. BI E I gilt. Man zeigt leicht, da0 
die Menge der gebrochenen Rechts- bzw. Linksideale durch Inklusion linear 
geordnet ist. Damit ist jeder Bewertungsring ein lokaler Ring. Das maximale 
Ideal von B bezeichnen wir im folgenden mit M. Es besteht aus den 
Elementen von B, die in B nicht invertierbar sind. Da nach Voraussetzung 
B #K ist, ist M ungleich dem Nullideal. 
1st B ein Bewertungsring von K, so definiert das System 
der gebrochenen Rechtshauptideale als Umgebungsbasis der Null eine 
Topologie auf K. Da jedes XB beziiglich der Addition eine Gruppe ist, wird 
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hierdurch K eine topologische Gruppe beziiglich der Addition. AuBerdem ist 
die Topologie hausdorffsch: Da nach Voraussetzung B # K, also M # (0) 
ist, existiert ein Element u EM, u # 0. 1st x ein beliebiges von Null 
verschiedenes Element von K, so folgt x 6?? XUB, denn aus x = xuv wiirde sich 
1 = uv E M ergeben. Damit gilt 
(-) xB={O}. 
XEK’ 
Dies ist bekanntlich damit gleichwertig, dalj die Topologie hausdorffsch ist. 
Ein Bewertungsring B erzeugt genau dann eine Kiirpertopologie (d.h. 
Multiplikation und Inversenbildung sind stetig), wenn die Umgebungsbasis 23 
die Eigenschaften 
(A) Zu U E g), x, y E K existiert ein VE 9 mit (x + V)(y + I’) & 
xy + u. 
(B) ZuUElIgibteseinVE23mit(1+V)-‘~1+U. 
besitzt [ 41. 
HILFSSATZ 1. Zwei Bewertungsringe B, und B, erzeugen genau dann 
dieselbe Topologie, wenn zwei Elemente u, v E K* existieren mit 
uB, c B, und vB,crB,. 
Beweis. Jedes xB, enthllt (xu)B, , jedes xB, enthllt (xv)B,, also 
erzeugen {xB, ] x E K*} und {xB, ( x E K*} den gleichen Umgebungsfilter 
der Null, d.h. die induzierten Topologien stimmen iiberein. Sind umgekehrt 
die induzierten Topologien gleich, so sind B, und B, Umgebungen der Null, 
also existieren u, v E K* mit uB, c B, und vB, c B,. 
SATZ 1. Folgende Aussagen sind dquivalent: 
(1) B erzeugt eine Korpertopologie auf K. 
(2) Die Rechtsmultiplikationen x H xa sind stetig. 
(3) Die zu B konjugierten Bewertungsringe a-‘Ba, a E K*, erzeugen 
dieselbe Topologie wie B. 
(4) Jedes von Null verschiedene Linksideal enthiilt ein von Null 
verschiedenes Rechtsideal. 
Beweis. (1) * (2) trivial. 
(2) 3 (3): Aus der Stetigkeit der Rechtsmultiplikation x +P xa folgt, 
daB ein vB E !B mit vBa E aB existiert, also ist (a-‘va)(a-‘Ba) c B. 
Andrerseits ergibt sich aus der Stetigkeit von x F--P xa-’ die Existenz von 
uB E Zl mit uBa-’ c a-‘B, also uB g a-‘Ba. 
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Nach Hilfssatz 1 stimmen die von B und a-‘Ba erzeugten Topologien 
iiberein. 
(3) * (4): Es sei Z ein von Null verschiedenes Linksideal und v E I, 
v # 0. Da die von B und v-‘Bv erzeugten Topologien gleich sind, existiert 
ein u # 0 mit uB E v-‘Bv. Hieraus folgt 
Damit liegt das von Null verschiedene Rechtsideal vuB in dem Linksideal I. 
(4) 3 (1): Fur die Umgebungsbasis l3 = (xB 1 x E ZC*} sind die 
Bedingungen (A) und (B) nachzuweisen. 
(A): Es seien x, y E K und uB E 23 gegeben. Wir nehmen x, y # 0 
an. (1st x = 0 oder y = 0, so schlieDt man Bhnlich.) In dem gebrochenen 
Linksideal By-’ liegt wegen (4) ein Rechtsideal zB, z # 0. Aus zB c By-’ 
folgt zBy E B. Es sei VB das kleinste der gebrochenen Rechtsideale UZB, 
x- ‘uB, B, MB. Dann gilt 
(x + vB)( y + vB) E xy + vBy -I- xvB + vB vB 
cxy+uzBy+x(x-‘uB)+vBB 
cxy+uB. 
(B): Es sei uB E %I. Wegen (4) existiert ein v, # 0 mit v,B c Bu-‘. 
AuBerdem sei v2 E M, v2 # 0 und vB das kleinste der gebrochenen 
Rechtsideale uB, v2B, uvzv, B. Dann gilt (1 + vB)-’ G 1 + uB: Sei x E vB. 
Damit ist such x E uB und x E uv2 vi B c uvz Bu -I. Aus dem zweiten folgt 
u - ‘xu E v,B 5. M. Damit ist 1 + u - ‘xu eine Einheit in B, also gilt 
uB = ~(1 + u-‘xu)B = (1 + x)uB. 
Wegen XEVBGV,BEM ist l+x#O. Aus xEuB=(l+x)uB folgt 
(1+x)-‘-1=-(1+x)-‘xEuB,also (1+x)-‘E l+uB. 
Bemerkungen. (1) Die Aussage (2) gilt bereits, wenn K ein topologischer 
Ring ist. Eine Folgerung des obigen Satzes ist somit der Satz, dal3 ein bewer- 
teter Korper ein topologischer Korper ist, wenn er ein topologischer Ring ist. 
(2) Ein Bewertungsring B heil3t invariant, wenn alle zu B konjugierten 
Bewertungringe tibereinstimmen. Unmittelbar aus (3) ergibt sich, dafi 
invariante Bewertungsringe Kdrpertopologien erzeugen. 
Eine Verallgemeinerung der letzten Aussage erhllt man mit Hilfe von 
HILFSSATZ 2. Existiert zu den Bewertungsringen B, und B, ein Bewer- 
tungsring B # K, der B, und B, umfaJt, so stimmen die von B, und B, 
erzeugten Topologien Cberein. 
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Beweis. Es sei M das maximale Ideal von B. 1st x E M, x # 0, so folgt 
x- ’ 6 B, also x- ’ 6Z B, und damit x E B, . Folglich ist M in B, enthalten. 
Da B # K ist, gibt es ein u E M, u # 0. Damit ist vB E M c B,. AuBerdem 
gilt B, c B. Nach Hilfssatz 1 stimmen die von B, und B erzeugten 
Topologien iiberein. Dasselbe gilt fur B, und B. Folglich sind die von B, und 
B, erzeugten Topologien gleich. 
Ein Bewertungsring heiljt subinvariant, wenn er einen invarianten Bewer- 
tungsring enthalt. (Die ersten bekannten Beispiele nicht-invarianter Bewer- 
tungsringe waren subinvariant [2].) Nach Hilfssatz 2 wird die von einem 
subinvarianten Bewertungsring erzeugte Topologie such von einem 
invarianten Bewertungsring erzeugt und ist damit eine Korpertopologie. Also 
gilt das 
KOROLLAR. Subinvariante Bewertungsringe erzeugen Klirpertopologien. 
Als Beispiele nicht-invarianter Bewertungsringe wurden in [2] neben den 
subinvarianten Bewertungsringen solche von Hilbertschen formalen Potenz- 
reihenkbrper angegeben. Die Konjugierten dieser Bewertungsringe sind in 
einem invarianten Bewertungsring # K enthalten, so da8 die erzeugten 
Topologien nach Hilfssatz 2 ebenfalls Korpertopologien sind. 
2. DER FORTSETZUNGSSATZ 
Es sei W eine linear geordnete Menge mit kleinstem Element 0. Unter 
einem Endomorphismus von W verstehen wir eine Abbildung a: W + W, die 
die Ordnung von W erhalt und fur die a(0) = 0 ist. 
Die Menge der Endomorphismen von W IHBt sich partiell anordnen: Wir 
definieren a <<B, falls aw < pw fiir alle w  E W gilt. Es handelt sich hierbei 
genauer urn eine Verbandsordnung, denn die durch 
sup(a, P)w := Max(aw Pw), 
inf(a, /?)w := Min(aw, Pw) 
definierten Abbildungen sind wieder Endomorphismen. Auljerdem ist die 
Ordnung mit der Hintereinanderschaltung von Endomorphismen vertrhglich: 
1st a </I, so gilt ay < /3y und ya < yp, wie man leicht bestltigt. 
1st ein Endomorphismus von W bijektiv, so ist such die Umkehrabbildung 
ein Endomorphismus. Mit a und 0 sind such sup(a, /I) und inf(a, /3) bijektiv. 
Hieraus folgt, da13 die Automorphismengruppe von W, die wir mit Aut W 
bezeichnen, eine verbandsgeordnete Gruppe ist. 
1st K ein K&per und W eine linear geordnete Menge mit kleinstem 
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Element 0, so heifit eine surjektive Abbildung K + W, a t-+ \a(, eine 
Bewertung von K, wenn folgende Axiome gelten 
(Bl) ]al=Ooa=O. 
032) Ia + bl< Max(laI, IQ 
(B3) Zu jedem a E K existiert ein Endomorphismus u(u) von W mit 
IubI=v(u)]bl fur alle bEK. 
1st eine Bewertung gegeben, so bildet die Menge 
B= ~x~KIIxl<IllI 
einen Bewertungsring von K. Man kann zeigen [2], dal3 such umgekehrt zu 
jedem Bewertungsring B eine Bewertung existiert, deren zugehoriger Bewer- 
tungsring mit B iibereinstimmt. Zwei Bewertungen heiBen konjugiert, wenn 
ihre zugehorigen Bewertungsringe konjugiert zueinander sind. 
Aufgrund von B3 ist 
u(ub)IxJ=Iubx/=u(u)u(b)IxJ 
fiir alle x E K. Da eine Bewertung nach Definition eine surjektive Abbildung 
ist, durchlluft 1x1 samtliche Werte von W. Folglich ist u(ub) = u(u) u(b). 
Wegen 
u(u) ~(a-‘) = ~(a-‘) u(u) = u(l) = id, 
ist u(u) ein Automorphismus, falls a # 0 ist. Fiir a = 0 ist u(u) = 0, wobei 0 
der Endomorphismus ist, der jedes Element von W auf das kleinste Element 
0 von W abbildet. (Aus dem Zusammenhang wird stets klar sein, ob mit 0 
das Korperelement 0, das kleinste Element von W oder die Nullabbildung 
gemeint ist.) 
Aus der Dreiecksungleichung B2 folgt 
u(u + 6) 1x1 = lax + bxl < Max(u(u) 1x1, x(b) 1x1) 
G sup(G), u(b)) Ix I 
fur alle x E K. 
Insgesamt gilt: Zu jeder Bewertung existiert eine Abbildung 
u: K -+ Aut WV {O) 
mit folgenden Eigenschaften 
(a) u(u) = 0 ts a = 0. 
(b) ~(a + b) < sup@(a), u(b)). 
(c) u(ub) = u(u) u(b). 
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1st die Abbildung v gegeben und w0 = 111 bekannt, so gewinnt man durch 
lul= v(a)wO die urspriingliche Bewertung zuriick. Wahlt man anstelle von w0 
irgendein von Null verschiedenes Element wi E W und deliniert 1 a IL = 
u(a)w,, so erhalt man eine zu ( ( konjugierte Bewertung. 1st namlich 
w, = lb1 = u(b)w,, so gilt 
= (x E K ) v(x) v(b) w,, < v(b) wO} 
={xEKIIb-‘xbl~IlI}=bBb-‘. 
Auf diese Weise erhalt man Bewertungen zu samtlichen zu B konjugierten 
Bewertungsringen, so da13 u das ganze System konjugierter Bewertungen 
reprasentiert. 
Ein nullteilerfreier Ring R heil3t ein linker Ore-Bereich, wenn er folgende 
Eigenschaft besitzt: Zu je zwei Elementenf, g E R, f # 0 existieren u, v E R, 
u # 0 mit uf = vg. Es ist bekannt, da13 jeder linke Ore-Bereich einen linken 
Quotientenkorper 
besitzt. 
K= If-‘gl-6 gER,ffOI 
HILFSSATZ 3. Es sei W eine linear geordnete Menge mit kleinstem 
Element 0, R ein linker Ore-Bereich und K linker QuotientenkCper von R. 
Gibt es eine Abbildung 
vR: R + Aut WV {0} 
mit den Eigenschaften (a), (b) und ( c ) , so existiert eine Fortsetzung 
vK: K+ Aut WV {0}, 
die ebenfalls die Eigenschaften (a), (b) und (c) besitzt. 
Beweis. Es sei f -‘g E K. Wegen f # 0 ist vRdf) E Aut W, also inver- 
tierbar. Wir definieren 
Die Abbildung ist wohldefiniert: Es sei f -‘g = fi-' g,. Nach Definition der 
Quotienten bedeutet dies, dal3 u, U, # 0 existieren mit 
uf = u,f*, ug=u,g,* t*> 
1st a = vRdf)-‘v,(g), so folgt vR(u) v,df)a = v,(u) uR(g). Aufgrund von (*) 
ist dann v,(u,) v,(fi)a = vR(u,) uR(g,), woraus CI = vRdfi)-‘vR(gl) folgt. 
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Der Nachweis von (a), (b) und (c) fiir vK bereitet keine Schwierigkeiten 
und sol1 daher hier iibergangen werden. 
HILFSSATZ 4. Es sei W eine linear geordnete Menge mit kleinstem 
Element 0 und 5: W+ W ein injektiver Endomorphismus. Es existiert dann 
eine Erweiterung W* von W und ein Automorphismus p: W* + W*, der 5 
fortsetzt. 
Beweis. In der Menge der Paare 
(4 79, wEW, n=0,1,2 ,... 
definieren wir die Relation 
(w,t")- (w',t"'):+ z"'w= 7"w'. 
Wie man leicht nachpriift, handelt es sich urn eine Aquivalenzrelation. Wir 
bezeichnen mit W* die Menge der Aquivalenzklassen und mit w/t" die 
Aquivalenzklasse mit dem Reprtisentanten (w, 7"). 
Durch 
w<w'.07"'w<7"w' 
7" ' 7"1 * 
wird auf W* eine lineare Ordnung deliniert, O/7’ ist kleinstes Element von 
w*. 
Die Abbildung 
p: w* + w*, p 5 2p 
( 1 7 
ist, wie man leicht bestiitigt, ein Automorphismus von W*. 
Es bleibt noch zu zeigen, da13 sich Win W* einbetten la&. Die Abbildung 
f: w+ W", f(w) =; 
ist ordnungserhaltend, fiihrt die Null von W in die von W* tiber und ist 
injektiv. Aufierdem ist das Diagramm 
WAW 
/1 fl 
w*L w* 
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kommutativ. Identifizieren wir die Elemente w E W mit ihren Bildern f(w), 
so ist W eine Teilmenge von W* und p eine Fortsetzung von r. 
Urn eine kurze Sprechweise zu haben, nennen wir W* die z-Erweiterung 
von W. 
Es sei c: K + K ein Monomorphismus des Korpers K in sich. Die Menge 
K[x, u] = {a, + a,x + ..a + a,x” 1 ai E K) 
der Polynome iiber K bildet einen Ring, wenn man die Addition in iiblicher 
Weise und die Multiplikation unter Beriicksichtigung der Vertauschungsregel 
a(a)x = xa 
ausfiihrt. Dieser Ring ist bekanntlich ein linker Ore-Bereich [3]. Damit 
existiert ein linker Quotientenkorper 
K(x,a)= {f-$1.6 gEK[x,~],ffOl, 
der schiefe rationale Funktionkiirper oder kiirzer Ore-K&per iiber K. 
DEFINITION. Ein Monomorphismus u: K + K heil3t mit einer Bewertung 
K + W, a t-+ ] a 1 vertrlglich, wenn ein injektiver Endomorphismus r: W + W 
mit / ua ] = t ] a / fur alle a E K existiert. 
SATZ 2. Eine Bewertung K -+ W lb@ sich zu einer Bewertung 
K(x, u> + W* fortsetzen, wenn u mit der Bewertung von K vertrtiglich ist. 
Ftir Polynome gilt 
IU, t .*a t a”XnI=MaX (lUil)* 
Beweis. (1) Es sei 
W*= J!f. wE W,n=O, 
I I z” 
1 )... 
I 
die r-Erweiterung von W und 
v:K+Aut WU(0) 
die zur Bewertung von K gehorige Abbildung. 
Als erstes definieren wir zu jedem a E K die Abbildung. 
v,(u): w* + w*, (1) 
481/73/2 21 
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Wir zeigen, dal3 o,(a) wohldeliniert ist: Es sei 
lbl I4 -=- 
rn Trn 
mit 6, c E K. 
Es ist dann r”‘Ibl = t” ICI, also lamb1 = Iu”cI, also 
7’“(v(u”a) lbl) = Iom(u”a . b)J 
= v(u” +m a> lamb1 
= v(u n+mu) Iu”cI 
= r”(v(u%) ICI). 
Dies bedeutet 
W’a) lbl = v(uma) I4 
T” rm 
Damit ist v,(a) wohldefiniert. 
Unmittelbar aus der Definition (1) ergibt sich 
v,W) = v,(a) u,(b) und v,(l) = id,. 
1st a # 0, so folgt wegen v,(u) ~,(a-‘) = ~,(a-‘) v,(u) = v,(l) = id,., dab 
v,(u) bijektiv ist. Ahnlich wie die Wohldefiniertheit zeigt man, da13 vi(u) 
ordnungserhaltend ist. Folglich ist v,(u) E Aut W* fur a # 0. 1st dagegen 
a = 0, so folgt sofort aus der Definition (1 ), dal3 v,(u) die Nullabbildung ist. 
Da, wie man leicht nachpruft, 
vl(a + b) < sup(v,(a), u,(b)) 
fur alle a, b E K gilt, ist v, eine Abbildung 
v,:K-+Aut W*U {O) 
mit den Eigenschaften (a), (b) und (c). Die Restriktion von vi(u) auf W ist 
gerade v(u); denn aufgrund der Identilizierung w = w/r0 ist 
v(a)w v,(u)w=u,(u,~=~ = v(u)w. 
(2) Nach Hilfssatz 4 existiert ein Automorphismus p von W*, der r 
fortsetzt. Fur p gilt 
vl(~~lP =w,(a) fur alle a E K. (2) 
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Denn berticksichtigt man die Definition von p in Hilfssatz 4, so ergibt sich 
fur alle ]c]/r” E W* 
5 lu”a * cl 
= 
rn 
=pv (a)H I 5” * 
(3) Als nlchstes sol1 v, auf den schiefen Polynomring K[x, u] 
fortgesetzt werden. 1st J(x) = a, + . . . + a,x” ein Polynom aus K(x, a], so 
definieren wir 
uZ(f(x)) ‘= suP (“*(ai)Pi) 
Offensichtlich ist u2 eine Fortsetzung von u,. Insbesondere ist u,(O) die 
Nullabbildung von W*. 1st f(x) # 0, so ist u2cf(x)) ein Automorphismus 
von W*, denn die u,(a,)p’ sind fur die von Null verschiedenen KoefIizienten 
a, Automorphismen. Damit ist such das Supremum ein Automorphismus. 
Aus der entsprechenden Ungleichung fur t’, ergibt sich 
flu- + g(x)) G suP(W-(x)x u*(g(x))). 
Der Nachweis der Multiplikativitit 
L’U@) g(x)) = w-(x)) Q( g(x)) 
etwas komplizierter und sol1 daher ausgefiihrt werden. Es sei 
f(x) = 9 ajx’ 
j-0 
und g(x) = ? &xi. 
iY0 
Dann ist 
U*(f(X)g(X)) = VI c i c ajua,xj+ ‘=O ,=o ) 
= sup v,(a,cJ-%,)d”’ 
ij 
= sup V,(Uj) u,(cJ+,)~p’ 
i.j 
596 KARL MATHIAK 
= sup v * (aJ P’v 1 (bi) pi (weiiw (2)) 
ij 
= suP vl(“j)d syP vl(bi)Pi 
i 
= Q.f(x)) VA&))* 
Insgesamt ist damit gezeigt, daB v2 eine Abbildung v2: K[x, CT] + 
Aut W* U {0}, ist, die Bedingungen (a), (b) und (c) erfiillt. 
(4) Wendet man Hilfssatz 3 auf den linken Ore-Bereich K[x, u] an, so 
erhalt man eine Fortsetzung von v2 auf den Ore-Korper 
v3: K(x, a) -, Aut W* U {0}, Grlg) = afr’v*w~ 
die ebenfalls die Bedingungen (a), (b) und (c) erfiillt. Definieren wir hiermit 
If-‘gl = V3w1g) I1 I? 
so gewinnen wir eine Forsetzung der Bewertung von K auf K(x, a), die die 
drei Bewertungsaxiome erfiillt. Wir haben noch zu zeigen, dab jedes Element 
von W* als Wert auftritt. Es sei Ia I/r” E W* mit a E K. 1st f(x) = x”, 
g(x) = a, so gilt 
V2(X”)Inl=p”a/= g* Ial =(u,; 
z” r ” z” 
also 
If-‘gl = v*(x”)-‘V&2) Ill= V*(Xn)-’ la] = 9. 
Speziell fur Polynome f(x) = CyZO aixi gilt 
If I = Vz(f) I 1 I = suP(v,(ai) Pi) I 1 I = Max(l4). 
Bemerkungen. (1) Wie bereits der kommutative Fall zeigt, ist eine 
Fortsetzung einer Bewertung eines Korpers K auf den rationalen 
Funktionenkiirper tiber K nicht eindeutig [ 11. Die hier konstruierte 
Bewertung von K(x, a) entspricht der GauBbewertung, wie die Formel fur 
Polynome zeigt. 
(2) Der Beweis von Satz 2 vereinfacht sich wesentlich, wenn die 
Abbildung t: W-+ W bijektiv ist. In diesem Fall ist eine Erweiterung der 
Wertemenge nicht notwendig. 
Beispiel 
Es sei k ein kommutativer Korper und K = k(t) ein rationaler 
Funktionenkorper iiber k. 
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Wir detinieren als erstes eine Bewertung von K. Jedes Element a(t) # 0 
von K besitzt eine Darstellung 
a(t) = Pa*(t), 
wobei a*(t) die Form 
u*(t) = a0 + 
f** + art’ 
b, + ..- + b,t” 
mit a,, b, # 0 
hat. Wir setzen la(t)] = IZ und ] O] = co und erhalten damit eine Abbildung 
K+ W=LU{co}, 4t) k+ I4t)l. 
Die Ordnung in der Wertemenge W definieren wir invers zur gewohnlichen 
Ordnung, co ist dabei kleinstes Element. Die Bewertungsaxiome (1) und (2) 
sind dann, wie man leicht nachprtift, erftillt. Das gleiche gilt fur Axiom (3), 
wenn man die Abbildung v(u(t)) als Addition mit la(t)] definiert. 
K(x, u) sei der Ore-K&per iiber K beziiglich des Monomorphismus 
(T: K + K, u(t) ++ u(t*). 1st r: W-+ W der Endomorphismus 
rw=2w fur wEZ 
=W fur w=co, 
so gilt 
I WI = r I4t>l fur alle u(t) E K. 
Folglich ist u vertrlglich mit der Bewertung. 
Da t kein Automorphismus ist, mu13 die Wertemenge 
zur Menge 
W=EU{w} 
W*= W WE W,n=O,l,... 
! I rn I 
erweitert werden. Man zeigt leicht, dal3 sich W* mit 
identifizieren la& wobei Z[i] die Menge der rationalen Zahlen ist, deren 
Nenner eine Potenz von 2 ist. Hierbei ist wie schon bei W zu beachten, darj 
die Ordnung invers zur gewdhnlichen Ordnung ist, wodurch dann co 
kleinstes Element wird. 
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Die Fortsetzung p: W* --f W* von r ist 
pw=2w fur wEH[t] 
=03 fur w=co. 
Wie man hieraus unmittelbar erkennt, ist p tatsachlich ein Automorphismus 
von W*. 
Nach Satz 2 11Bt sich die Bewertung K -+ W zu einer Bewertung 
K(x, a) + W* fortsetzen. 
Urn die Bewertung explizit anzugeben, betrachten wir zuerst ein Polynom 
g(X) = ~ Ui(t)X’ # 0. 
i=O 
Es ist dann v,(g)w = supi(v,(ai(t))pi)w = Maxi(lui(t)] + 2’~). Zur Verdeut- 
lichung wahlen wir ein konkretes Beispiel g(x) = t3 + t-lx + t4x3. Es ist 
dann u2( g(x))w = Max(3 + w, -1 + 2w, 4 + 8~). Graphisch kann uz( g(x)) 
als konvexer Streckenzug im R* dargestellt werden. 
Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB die Ordnung in W* invers zur 
gewohnlichen Ordnung ist, so da13 das Supremum die untere Htiile der drei 
Geraden ist. 
Urn fur ein Element f -‘g E K(x, u) den Automorphismus v,df-‘g) zu 
berechnen, hat man zu g undfjeweils u*(g) und u2df) zu ermitteln und dann 
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4-k) = df-h(g) zu b ld i en. Als graphische Darstellung im [R* erhiilt 
man einen Streckenzug, der sich aus Geradenstticken zusammensetzt, die 
Gleichungen 
u = 2k~ + a mit kEH,aEH[)] 
geniigen. Umgekehrt existiert such zu jedem solchen Streckenzug ein 
Element aus K(x, a), das diesen Streckenzug als Graphen besitzt. Man hat 
hier somit eine sehr anschauliche Darstellung der Wertegruppe. 
Benutzt man die Ergebnisse aus [2], so kann man die algebraischen 
Eigenschaften des zugehorigen Bewertungsringes B aus der Wertegruppe 
ablesen. Unter anderem ergibt sich, da13 B aul3er dem maximalen Ideal M 
keine nicht-trivialen zweiseitigen Ideale enthllt. Insbesondere gibt es such 
keine nicht-trivialen vollprime Ideale #M. Folglich ist B ein maximaler 
Bewertungsring in K(x, a). 
Der eigentliche Zweck dieses Beispiels ist es zu zeigen, da13 durch die 
Bewertung eine Topologie induziert wird, die keine Korpertopologie ist. Wir 
betrachten hierzu die Rechtsmultiplikation h H h . t-’ und die Folge der 
Polynome f,(x) = tkx”. Nach der Formel in Satz 2 ist If,(x)] = k fur alle n. 
Durch Wahl eines geniigend grorjen k kann man erreichen, da13 alle 
Polynome f,,(x) in einer beliebig kleinen Umgebung der 0 liegen. Nun ist 
aber 
mit wachsendem n unbeschrlnkt. Folglich ist die Rechtsmultiplikation mit 
t-I nicht stetig. Damit ist die induzierte Topologie keine Korpertopologie. 
Bemerkung. Nach Satz 1 gibt es dann konjugierte Bewertungen, die 
verschiedene Topologien induzieren. Man kann sogar zeigen, dal3 Wr je zwei 
Elemente wr < w2 aus Z [f ] die von den konjugierten Bewertungen 
Iall = Wwl und I4 = Ww2 
induzierten Topologien r, und r2 verschieden sind. Es gilt 7, c r2, denn aus 
w, < w2 folgt la ], < I a I2 fur alle a E K, so dal3 jede I ],-Nullumgebung in 
einer ] I,-Nullumgebung enthalten ist. Entsprechend der linearen Ordnung 
von W* sind daher such die Topologien der konjugierten Bewertungen linear 
angeordnet. Es zeigt sich hier also ein vdllig anderes Verhalten als bei den 
Bewertungstopologien kommutativer Korper, die stets unvergleichbar sind. 
Insbesondere sind verschiedene Bewertungstopologien nicht notwendig 
unabhangig. (Zwei Topologien tl und r2 heiBen unabhlngig, wenn der 
Durchschnitt einer nicht-leeren beztiglich 7, offenen Menge und einer nicht- 
leeren beztiglich r2 offenen Menge stets nicht leer ist.) Folglich gilt der 
Approximationssatz nicht fur allgemeine Bewertungen. 
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